
 

CHAPITRE 2

Équations de transport

Dans ce chapitre on s'intéresse à la résolution
des problèmes de Cauchy suivants

1 dt u b Ct x Force 0 t 0 xERN
alto

équation de transport sous forme forte
et
2 tu div bu O t o nERN

Ito 40

équation de transport sous forme conservative

où b Rt IRN RN est un champ devecteurs

Il Équationsousformefortecasréguliez
1 Méthode des caractéristiques
On commence par supposer que le champ de
vecteurs b et Cd sur Rt XP et qu'il vérifie
la condition suivante

3 HT 0 JK O Hx ERN 11bar a Il Ektlstlbell



On s'intéresse à l'équation différentielle
X Ct g bar Xlt g TER

4 o g Y
D'après le théorème de Candy Lipschitz pourtout

y ER l'équation différentielle 4 admet une

unique solution et grâceà la condition 3

cette solution est globale
De surcroît pour tout tER l'application

IR IRN

y Xlt g
est un 81 difféomorphisme

Déon Les solutions de l'équation différentielle
4 sont appelées caractéristiques de l'équation
s ou de l'équation 2

Grâce aux caractéristiques on peut obtenir une
formule de représentation pourles solutions de
Plus précisément on a

Théorème On suppose que BECTRAIRMvérifie 3
Soit no E C'CRM Alors il existe une uniquesolution 81
de l'équation s Cette solution estconstante le long
descaractéristiques
E alt Xlt y1 a y tttzottyERN



Puce Soit u E EMIR xRM quelconque

u est solution de 6
2pmCt x bar x Vault a 0 ttxelR

htt 0

niaocn

drult XLtyDtbltX bg Fault Xlbyttotyapi
ttto

acolfxco g no g agent

act Xltg 0 Atsotty EN
ucqetxcqyD u.ly AYER
u Ct X by moly VyERN.tt

Comme y Xlt g est un difféomorphisme ceci

définit bien une solution unique la

2 Remiétés
c Linnéenne

Supposons pour simplifier que bellCPyxtRM
Alors ult a ne dépend que des valeurs prisespar
city pour lx.gl Ellbllot
Autrement dit si Supp u CBR alors

suppult CBRthbllot



ii Principe du maximum
muumuu

On lit sur la formule 5 que

Infao Eult x E Supp no

tttzo Ux EIR

E Équationcouservativeicasrégulier
n

On se place toujours dans le cadre BECKIRAIRY
b vérifie 3 On suppose de plus que divbECTRNRI
On définit

Jlt g enpfffdlivb s Xlsip ds

de sorte que J t g ivbICt.XltyDJCby
Jo g L

Théorème de Liouville
QuantifieJlt g p dét È lesvariations

J de volume

Prune dans le cas où bit régulier
on pose jlt g p dit

K
1

Si b est régulier mettons 8k alors Xestlok par
rapport à ses deux variables et J'est 8kt



Supposons k72 On écrit pour tout CE 8 CIRN

f9 XltyDICtg dy fella dx Vt

On dérive par rapport à t

54.79 Nt yD Flt g dy
S Cult yl Ï Ct g dy 0 Atao

Or par définition de Î

54.79 Nt yD Flt g dy
f4 F 4 a dix

folivbYatllaldx

f wbXXlhyDCCXltyDJCt.g dy
On rassemble les deux termes et on obtient

filkhyD Ï by dlivbkXchyDJCby dya
ET CRM

Donc Îlt g Liv b XltyD Flt g ft
AYER

Par ailleurs on a

F0 g IdétIdl 1



Donc J'Ct g J Ct g Vtsotty Epi en

Thé formuledes caractéristiques dans le
cas couservatif

On suppose que be CYR NR vérifie 3 et que
divb E L'GRg R Soit ECKIRM
Alors il eniste une unique solution en ECHIRARD
de l'équation conservative 2 donnée par

alt Xt yDJlt g eudy
tt O Hy Epi

Démonstration Soit on C C IRAN quelconque
ceest solution de 2

apult a div b Lt a alt al O Abosept
e dja tp tb Ct x Vault a div b Ct a

uCtpkOtft7OcxElRNEsdp
GXlt.y divblt XlbyDultidbyllo

tttzo yERN

Cult X bg Jlt y1 0 ft y
ult X by Jlt g no y ff70 yEpât



Corollaire Sous les hypothèses du théorème
précédent en supposant de plus no Et Cpi on a

Ci Spin alt a dix Spinola de tt o

conservation de la masse

ii
peu lult a I da peu

ludshl de tte

Démonstration
Ci Ct X bg Jlt g no y fly
On intègre nu IRN

fult Xlt g dét 4g dy Spinudgldy

Il

fult x dx
E Idem avec lui La

E Extra
Théorème solutions dans L'GRHIR pour la formeforte

8 CR IRM tel que divbECTIRppi
On suppose que b vérifie 3
Soit no EL CR Alors il eniste une unique
solution n C L RtXRM M ElRt LEocCR
del'équation 6 au sens des distributions
Cette solution estdonnée par

act Nt yt eudyl



Démouston
Exile Par approximation de la donnée initiale

soit no EL IRM quelconque
Par densité il eniste une suite non ne µ de
fonctions de 8 CRM telle que

mon L no dans Lfoc RN
et Il nomd Elludl Vu EN

Pour tout n EN d'après le théorème d'existence
dans le cas régulier il existe une solution un
de l'équationCss et cette solution estdonnée
par un Ct Nt gh non g6

yrzovy ER
Montrons que cette famille estde Candy dans
CLEO TI L Bpi pour tout T O Rx
On a pour tout te ON

gg

uYt x wPlt n

Idx1eiYt
XCtyY uP t Xlt yDIJltpdyExlt

yyflBpI
E M Indy u g I dy

RT



où M Sup Jlt y Rt Sup lX t'lyll
0f LE T OETET

yEBRYEBR

comme la suite 5 ne µ converge vers no dansl'ex
elle est de Caudry dans L'ex On en déduit

que la suite un et de Caudry dans

C of L Bpi Donc elle converge dans

CCEoit LEXI On note a sa limite

On peut passer à la limite au sensdes distributions
dans G Donc nest solution de 1 au sens

des distributions

Unicité Utilisation de l'équation duale

Parlinéarité il suffit demontrer que si nest
solution au sens des distributions de 1 avec

u E CCIR L'eocCRM A L'CPyxtRn et no O

alors ce 0

Pour cela on rappelle que si un estsolution
de 1 au sens des distributions alors HECIGRAN

peu
ult x direct a divlblt a ect a Ddtdx

Et SI a Moindre



Si no 0 alors le second membre est nul
Soit 4 EC Rt IRM quelconque T 0 quelconque
On prend une famille g e

telle que

Ozlt 1 si te O T

0g t O si t Tt E

OeE C Rt OIE EI Oélt so

On prend 4 9 4 dans 7

Ona

Sffpiult a 0g t dit divlb 4 34ns dt da
8
7ff fan ultra Mt a qq t dt du 0

La première intégrale tend vers

peu ultin détectives4 Jlh x dt de

théorème de convergence dominée

Pour la deuxième intégrale on pose
E

EE piulult a Kha alt a Ytalda

Puisque Yestà support compact et queuECCR dead



on a line co E 0
0

On en déduit que

SI Spin ultra 44 a droit dtdx

fffpwuCTMUCTxqoeltdtdxtfffpwlult.sn
Mt x alt a Html dx drodndt

fpiuCT.sn 44 x dx

tf pw ultra Mt x alt a Html dx drodndt

La deuxième intégrale estmajorée par

s add lapoétildt cocaffarodtldt
coca o

En passant à la limite quand E so dans 8
on en déduit donc
T
fo fan ultra 74 diras lt x dx dt

fpnu.CI x Yet x dx

qe C GR IRM htt



Par densité cette formule reste vraie si

YEC CR NRM est telle qu'ilexiste RIO t.gr
O 44 a tte O T taeeRMBpe

Àprésent soit Ko C C'CRM à support compact
quelconque D'après la partie I il eniste

KE C Rt x Rt telle que

74 div b 41 0 t IT xEIRN
Iter

De plus d'après la formule de représentation
4 vérifie O Donc on peut prendre 4 comme

fonction test dans 9 On en déduit que

peu
UCT a ln dise 0

HT 0 A Y ET RN

Donc n E O LA

tue solutions dans 84 L'CRM pour la formeconservative
On supposeque BECHIRHIRM divb C C RtxRM et

quels vérifie 3 Soit a c L'CRM quelconque



Alors il eniste une unique solution uECCIRt l'CRM
de l'équation 2 au sein des distributions

Démonte En exercice en s'appuyant sur la
démonstration dans le cas de la forme forte

Propriété Propagation des singularités
si no a des discontinuités celles ci se

retrouvent dans act pour tout 0

il n'y a pas d'effet régularisant
En effet traitons par exemple le cas de la

forme forte On revient à la preuve de
l'existence dans le théorème etplusparticulièrementà l'équation 6

Puisque un u dans CLEO TJ L Bpi
pourtout TSO R 0 on peut passer à la
limite presque partout dans 6 pour une
sous suite On a donc

ult Xlt y no g pp y ERN t

En particulier si no Xp pour un certain
ensemble mesurable A alors n t Xp p
où ACH Xlt A Donc u Ct possèdedes
discontinuités



E Le théorème de bi Pana Lions

Théorème Soit b E W CRM tel que divbettaisoit no ET GR
Alors il existe une unique solutionuELIIRpXIRN
de l'équation

2pm b x Tau 0

4
dansD'CRARY

Démonstration
Existence On considère une famille 4 e
de champs de vecteurs de W pi tels que

be C C'CR IRM A E 0

Ilbe bllws.sn pi Iso
div be EE R HE 0

Sup Kdivbell Elldivbll La230

On peut par exemple régulariser b par convolution
Pour chaque E 0 il existe une uniquesolution
E Cart L'CRM A L'CR

scaparuetÎeca quenq a

dans D'Cpyxpi



De plus ne vérifie
VEX huillvapy pi E L'CRM

Par conséquent il eniste une sous suite When
et une fonction ce C L'CIR IRM telle que

elle _a dans w LMPyXIR
Écrivous maintenant Css au sens des distributions

pour passer à la limite dans D'CRtxtRM
on a AU C C CR NR

fffjÉklt a fdp 4 div bal Ct a dt de

Spinola 46 a da

Traitons par exemple le terme

feuKt a divbka Clt a dt DX

On a

ftp.uklt x divbKn CCt x dtdx

ftp.uktpr div b Gr Mt x dtdx

fffpiukt a divbka divblas Cltpldtdx



Puisque week ci w L et que
divb C L'CRM le premier terme converge

SI spinult a div b a Clt aldtdae

Le second terme est majoré en valeur absolue
par
Knoll Ildinbe divbllucpiy T Il Htqpyxpi

où Tso est tel que Cltinko tt T
Le second terme tend donc vers 0 quandles

On en déduit que nest solution au sens des
distributions de 1

12Eme Avec la même méthode on montre
sous les mêmes hypothèses nuls et pourtout v EL'AMR
l'enintence d'une solution au sens des distributions
de l'équation sous forme conservative

Irv div bu 0

I to Vo

Plus précisément on a

v 44 441 544g v y
ff70 Hye R A t 0



Grâce à l'hypothèse divb ELMR on a

e
Mt JE Lt y Ç ent Vt o YER

où M Il divblla

On en déduit que
Mt

phrect Illos Molly le Atao
et Ilvkhll I Noll
Donc pour tout T 0 vg est barré dans LMEqTIxR
À une sous suite près ve v w L'CEOTINRN

et we L Est MIND
On en déduit l'existence d'une solution de 2

Elfe Rt L'CRM A L Rt L'GRM dans

Quête On va utiliser le résultat intermédiaire
suivant dont la preuve estimportante

L emme Soit il C L 0T xpi
solution au sens des distributions D JO TE Rt de

2 ap l tdiv bl S
avec SEL 0 TJ RN

Soit peCICR piso pipi et soit péfoup É
un noyau régularisant
On pose Y pc Se S pc Alors

Irrtlet div b tre avec nos 0 dans l'toixR



Preuve En régularisant 12 par convolution
on obtient pourtout ce 0

Jp le div KU g
Donc ne div Cb div b 4 Anpe
On en déduit

rect n diva bla f44gpdx g dy
diva bly 4f gpdxg dy
diva pufbtn blyyllkylpg.la g dy
va b Yet Spy Kal Ky ect g trape x g dy

On b.fnt b.ly L g ff7bilexth e g do

et xjyjdipdnyl lnj fg.cn dxip F
Riz Ë Rifla g

où Rig a xj2mi p a

On a Rigel Pi et SpyRiz Sij
Donc

pou
ben bey g Ta play dy

Ei µ Ça bi y they 44 g Riflag dody

µ
ftp.nkjbi y Ht g Riz a g dy ds

SpySo djbily etnyD tjbilyltllt.ge Rif a g dedy



Le premier terme converge vers
div b x Ultin

dansL'ff0 XIN
Le second terme est borné dans l Ix RN par
THYYHRijlp.ro culots E 0

0

où alf D Sup 11ff the ftp.scpih CRN
Chlef

module de continuité dans Lt

Par ailleurs diva Le div b 4 dans l'tqTxR

Finalement on en déduit que
rect x 0 dam L'tqt XR

0 LAM

Revenons à la preuve de l'unicité Onconsidère une

solution au sensdes distributions de l'équation
Qu b tu 0

un
avec un C Lac O T RN
On commence par régulariser D'après ce quiprécède
on a en posant n attrape

Yue b Vue avec 0 dans
FEARNE L'to txR

écrire b VUE div bue dlivb n

Donc que C L'tqt XIV et WEENIE Go T XR



En particulier n E L toit theCRM et a 0

On se donne une fonction f R IR arbitraire
declasse 81 telle qu'il eniste c 0 tel que

a E Ctrl et a IE C Vx C R
et une fonction cut off Qr j avec

de CECRM telle que DE 1 nn B Supp deBz
Alors

fur ff49 dr ff49 divb dr
ff49 b Fdr
ff4 uh re top

i

E k dir bha ff49 de
club 1ps Ilblla pin INH
c Killa pin

D'après le lemme de Gronwall on obtient pourtoutefois

qq.pe n qp.yehdivbbtfctkullollfftdhlly.at pnD

ne a dans l'ea o TI HTT Onpeut donc passerà
la limite quand Eso pour presque tout t 0 on obtient

fluctddr E c É Hull µbye édivblhot
On prend p psg de la forme



pente 1pentes

s s
En passant à la limite quand Ss o on obtient

Slulttl dr Itvdhollulhallbll
fr70 pour presque tout t

0

En faisant tendre Rous to on obtient

wlh 0
presque partout

Donc ce O

I Introductionauxloisdecouservation

secalairatttepartieest consacrée aux équations du
type que diva Ala 0 t 0 xERN

4
up u E L'GR

où A R R et dans W RT

Detelles équations sontappelées lois de conservation
al



scalaires
Par analogie avec les parties précédentes on se

pose les questions suivantes
Existe t il des solutions régulières mettonsG

si le flux Aest 81

A t on une théorie d'existence et d'unicité

pour des solutions peu régulières
1 solutionsrégulièresiapparitiondechocsentempsfinin

2On suppose que A E C CR R et que no e 81 RN
si la solution de Csu est régulière on peut
écrire

que aCultxD Van 0

où a v A v Av ER desorteque aEC

En s'appuyant nu la première partie on définit
les caractéristiques associées à la solution

Mt g a Cult Xt gB co g 0

Tant que et de classe Ca u et constante le

longdes caractéristiques
alt Xlt y1 a y

En injectant cette identité dans Css on

voit que les caractéristiques sontdes droites
t g y t aleolyl



Théorème Soit no ECM L'CRM A ECKR R
Alors il existe t 0 tel que l'équation 4

admette une unique solution 81 sur OTER
Cette solution est définie de façon implicitepar

act y ttalu.ly a y
6 A TE o TE V y C R

Démouston Il suffit de comprendre à quelle
condition la formule 6 définit act de façon
univoque Il faut et il suffit que l'application

Qr y y et aluocgl
soit un difféomorphisme pourtout te to T

Théorème d'inversion globale on a

dt E É CLR pi htt 30
d Olp y Id t t d aou y

Tant que t Il TCaoudllot 1 d dt y et
injective pour tout y ER

Si dt 4 deCy'l
y y t oudyD.aouo y
Ily y'll Et tt Caoudlla Ily y11

si t INCaoudlla 1 nécessairement lotest
injective



Bilan Soit T
ç

Alors

Olt est un difféomorphisme pour tout te qT
Donc 4 admet une solution 81 sur o T LA

Formation de chocs
murrrrrr

En dimension 1 On prend a no tels que
ao no est décroissante
Par exemple a 9 et no I

Traçons deux caractéristiques issues de yeye
ta y y et taoudge

croisement de
tes

y
G Y

Sur la droite rouge avant le croisement one

u ft Xlt y_D y
sur la droite bleue avant le croisement on a

alt Xt y D uolye
Au point de croisement n'n était toujours Ca
on aurait

u te y c y u.ly absurde

Donc des discontinuités apparaissent en tempsfini



Cette formation de singularités estintrinsèquementliée au caractère non linéaire del'équation
2 Ondesdechogondesdedétentgnon unicité

Daus ce paragraphe on prend Net et on s'intéresse

au problème deCauchy pour une donnée initialede la forme
a g six o

de six 0

Ce problème estégalement appelé problèmede
Riemann

PÉ Ondes de choc
Il existe des solutions au sens des distributions
du problème deRiemann sous la forme

net a ag si xcot
d ai n o

toula vitesse o du choc est donnée par
o AÏ

Ug Ud

relation de Rankine Hugoniot

Démon on écrit dans le cas on 0

alt nt ag da og o that Ux ot 0

ng 1 t o ta d 1f t 0



On a donc

qu ag slt oe ad slt E EE
et Alult xD Alug In orco t Alud Ha otso

Donc 2nA CultxD Alug S not Alud 8fr ot
à t fixé

Exercices Montrer que dans D 112 112

slt f lol SCx ot

On en déduit que n est solution de zu au

sens des distributions soi

Sln ot o ag na Alud Alagl 0

ie o Ï la
Ud 4g

Proposition Ondes de relaxation
On suppose A convexe et donc a aoissante
On pose 3g alu g Jd aCad

Alors il existe une solution dans 0 du problèmede Riemann

Riemann lipschitzienne pour tout t 0 donnée par

ult.nl ce f
où g g si 353gai 3 si JE 3g Jd

nd si 373 d



Démonstration

a a f f

f 5 É 3 avec 3 7
et En Ate ft f a 3 a 31

Donc
7 f tanttle 7 fruits 3 taletal

ou si 3Es3g on 373 a t 3 0

si JE 3g Ta a le GD a a z
3

Donc nest bien solution au sensdes distributions.lk

Représentations graphiquesmmmm

Onde de choc à un instant t 0

F se

Ug

Dans le plan x t

à motdroite

ce



Onde de raréfaction dans le cas alala
À un instant t 0

a3dt
ag

Dans le plan mt

négt
Est 3EGG El

2 3dt

mag 1g

Trafic routier ondedechoc embouteillage deraréfactiondémarrage à un feu rouge

Bilan Non unicité des solutions
Il faut un moyen de sélectionner des solutions
Notion d'entropie

3 Solutionsentropiquesc
Défi solution entropique

Soit ce ELMR NR une solution au sein des
distributions de s4
On dit que n est une solution de
4 si pour toute fonction convexe SE 82 R
on a

dioxyslu 50 dans D



at
se 1

où ys est défini par y
s à s

Proposition admise cf DM
soit ce CL'CIR NRM une solution au sensdes
distributions de Ctu Alors on est une solution
entropique si et seulement si pourtout KEIR

ar la kl divx quark Alu Ack so
dansD

Définitiac Les fonctions SE 82 connexes sont
appelées entropies Les fonctions UER tu kl

pour KEIR sont appelées entropies de Knykhov

Ème admis cf DM
Soit no C L'CRM quelconque Alors le problèmede
Candy sen admet une unique solution
entropique u C L Rt RN MC Rt Lte CRM
De plus si u et v sont deux solutions entropiques
de données initiales u et va respectivement
on a

at ln vl diva syn u v CAN AND so

En particulier si no no Et CR on a

uECCRt l'CRM v E Colby l'CRM et

UnCH vchll Au u Il



µ t vCHIllypiy E duo vollicpi
mo

Applicatioc On suppose que N 1 et que le flux
Aest convexe

Alors Sing end l'onde de raréfaction est
l'unique solution entropique

Si ag ad l'onde de choc et l'unique
solution entropique
En exercice




